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Resumen: En este trabajo presentamos una forma de abordar la resolucién de un problema de optimizacién convexa
infactible para obtener aproximantes de segundo orden de maxima entropia. El esquema de aproximaciones locales de
segundo orden de maxima entropia se puede utilizar como base para la resolucién numérica de ecuaciones en derivadas
parciales de cuarto orden dentro de la formulacién del método de Galerkin sin malla.
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1. INTRODUCCION

Algunos procesos fisicos que se observan en la naturaleza se describen mediante sistemas de ecuaciones
en derivadas parciales (EDPs), cuyas soluciones se obtienen de forma numérica mediante simulaciones
computacionales. En general se necesita resolver un sistema de ecuaciones algebraicas que se obtiene al
utilizar el método de Galerkin para discretizar la forma débil. La técnica més utilizada en simulaciones
numéricas es el método de los elementos finitos (MEF), sin embargo ésta se basa en el empleo de funciones
de forma de continuidad C° [1] y no se puede aplicar en problemas que requieren mayor continuidad [2].
La necesidad de contar con funciones de forma de mayor regularidad motivé el desarrollo de métodos sin
malla de continuidad C* [3], como también la utilizacién de B-splines [4], superficies de subdivision [5],
andlisis isogeométrico (IGA, [6]), y aproximantes de mdxima entropia [7], [8], [9], [10], [12].

La motivacién principal de este trabajo es el estudio de sistemas cuyo modelado requiere la resolucién
de EDPs no lineales de cuarto orden, que se caracterizan por tener derivadas de hasta segundo orden en su
forma débil. En la actualidad, la disponibilidad de aproximantes suaves, no negativos y de soporte compacto,
en discretizaciones no estructuradas para tratar EDPs de alto orden se presenta como un problema abierto
en 2D y 3D. En la tltima década se ha incrementado el interés en aproximantes suaves debido a su creciente
demanda, por ejemplo en problemas de multifisica que involucran interfases méviles o de discontinuidad
libre cuya ubicacién no es conocida a priori.

Este trabajo consiste en el desarrollo de aproximantes suaves, no negativos, que cumplen las condiciones
de consistencia de hasta segundo orden, basados en el principio de méxima entropia, y cuyo soporte efec-
tivo es acotado en un subintervalo del dominio.Para ello se aborda un problema de optimizacién convexo
infactible en 1D a través de la resolucién de un problema factible aproximado.

2. APROXIMANTES DE MAXIMA ENTROPIA

Desde el enfoque de la teoria de la informacién, se han realizado esfuerzos [8], [13] para expresar la
aproximacion de una funcién como combinacién lineal de valores nodales asociados a una distribucién
de puntos no estructurada X = {x,}qs=1,.. N € R y funciones base (desconocidas), u(x) ~ u"(x) =
Zivzl pa() uq. Se requiere que estas funciones satisfagan las condiciones de consistencia de cero y primer
orden, las cuales son Zivzl pa(x) =1y Zivzl pa() X, = x respectivamente, de manera que las funciones
afines sean reproducidas exactamente. Como requerimiento fundamental se impone la nonegatividad de
las funciones base p,(x) > 0. Estas se obtienen resolviendo un programa de optimizacién convexa que
maximiza la medida de entropia de Shannon—Jaynes [14], [15]

N
H(m(x),pg(x), cee 7pN(x>) = - Zpa(x) lnpa(:c).
a=1
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2.1. APROXIMANTES DE SEGUNDO ORDEN EN R (1D)

Consideramos ahora nodos en R (1D). Para obtener aproximantes de maxima entropia de segundo or-
den [12], [10], de manera que un polinomio de segundo orden pueda ser reproducido exactamente, se debe

.., N .. .
agregar la condicién Y, po(z)x,? = z*. Esto produce, salvo en los puntos nodales, restricciones infac-
tibles.

A fin de salvar esta infactibilidad proponemos resolver el siguiente programa de optimizacién convexa
N+1
(SME) Para z fijo, maximizar — Z So(z) Insq(x)
a=1
subjetto  sq(z) >0, a=1,...,N
N+1

Z sqe(z) =1

a=1
N+1

Z Sa(x) Yot Taol =T

2
a=1
N+1

Z Sa(T) Ty Tg—1 = z2,

a=1
donde o =21y TN+1 = IN-
En la Figura 1 se muestra la factibilidad de esta formulacién agregando puntos de control.
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Figura 1: Capsula convexa

Se reescribi6 el problema centrando las condiciones de consistencia y se obtuvieron computacionalmen-
te mediante un algoritmo de Newton-Raphson los multiplicadores de Lagrange. Siguiendo el método de
dualidad [13] e introduciendo la funcién de particion

N+1
Z(z, A\ p) = exp[Ads — pcal,
a=1

la solucién 6ptima se puede expresar como

(x) = exp [ \*(z)dy — p*(x)cq]
¢ Z (2, X (x), p*(z))
donde

=T 5 - r oy ca(z) = (Ta — 95)2 + (Tg-1 — x)z — (Ta — xa_1)2,
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paraa=1,...,. N + 1.
Los multiplicadores de Lagrange 6ptimos se obtienen minimizando la funcién dual de Lagrange

g\ p)=In Z(z,A p).

Observar que para x # x,; a = 1,..., N+1 las condiciones de consistencia son estrictamente factibles,

es decir
Lq + Tag—1

2

y con argumentos similares a los utilizados en [13] y en [10] se puede afirmar que el problema de optimiza-
cién dual, suave y estrictamente convexo, tiene solucion tnica y puede ser eficientemente obtenida usando
el método de Newton.

La Figura 2 muestra las funciones base s,(z) obtenidas para un conjunto de 9 nodos (y por lo tanto
10 puntos de control) en el intervalo [0,1], se puede apreciar la suavidad de las mismas. Mientras que la
Figura 3 muestra la recontruccién de una funcién cuadratica, donde los pesos en los puntos de control han
sido obtenidos mediante la resolucion de un problema de minimos cuadrados.

(z,2%) € int |conv{( y TaTa—1), a=1,...,N+1}|,
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Figura 2: Funciones base.
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Figura 3: Reconstruccién de una funcién cuadrdtica.

3. COMENTARIOS

En este trabajo se presenta un esquema de optimizacidn convexa de maxima entropia que permite obtener
funciones base que cumplen las condiciones de consitencia de hasta segundo orden, para lo cual se ha
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ampliado la envolvente convexa. Sin embargo, esta envolvente es idéntica a la fucién cuadratica en los
nodos originales, lo que implica un caso degenerado (no es estrictamente factible en los nodos), esto se
podria mejorar introduciendo una traslaién en las rectas tangentes a los nodos interiores y reformulando el
problema de optimizacidon. Otra linea de actuacién a explorar, es a través de considerar un esquema simétrico
respecto a los nodos de los puntos de control, de forma similar a lo que se realiza para obtener curvas de
Bezier.
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